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ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Γ' ΤΑΞΗΣ ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ  

ΔΕΥΤΕΡΑ 6 ΙΟΥΝΙΟΥ 2023 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΘΕΤΙΚΩΝ ΣΠΟΥΔΩΝ &  

ΣΠΟΥΔΩΝ ΟΙΚΟΝΟΜΙΑΣ & ΠΛΗΡ/ΚΗΣ 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ:  ΟΜΑΔΑ ΚΑΘΗΓΗΤΩΝ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟΥ «ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ» 

 

ΘΕΜΑ Α 

A1. Σελ. 111, σχολικό βιβλίο 

 

A2. Σελ. 104, σχολικό βιβλίο 

 

A3. Σελ. 128, σχολικό βιβλίο 

 

A4. α) Λ    β) Λ   γ) Λ    δ) Σ    ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β 

g(x) = 
x

x

4 e

e


, x∈ℝ 

h(x) = lnx, x > 0 

 

B1. Dgoh = {x∈Dh  και  h(x)∈Dg} = {x > 0 και lnx∈ℝ} = (0, +∞) 

Τότε: (goh)(x) = g(h(x)) = 
2ln x

ln x

4 e

e


 = 

2ln x 24 e 4 x
, x 0

x x

 
   

 

B2. i) Για x > 0, η (goh) παραγωγίσιμη με: 

(goh)′(x) = 
24 x

( )
x

   = 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

( 2x)x (4 x ) 1 2x 4 x x 4 x 4
0

x x x x

         
      

και (goh) συνεχής στο (0, +∞), άρα η (goh) είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞).  
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Δηλαδή η f είναι είναι γνησίως φθίνουσα στο (0, +∞) 

ii) Είναι e < π 
f

  f(e) >  f(π)  
2

2

2 2 24 π 0

2
4 e 0

4 e 4 π π 4 π

e π e 4 e

 

 

  
  


 

 

B3.  

Για την κατακόρυφη ασύμπτωτη: 

x 0
lim f(x)


 = 

2

x 0

4 x
lim

x


 =  2

x 0

1
lim [(4 x ) ]

x
   = 4(+∞) = +∞, άρα η x = 0 είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη. 

 

Πλάγιες – οριζόντιες 

x

f(x)
lim

x
 = 

2

2x

4 x
lim

x


 = 

2

2x

x
lim ( ) 1 λ

x


    

x
lim [f(x) (1x)]


  = 
2

x

4 x
lim ( x)

x


  = 

2 2

x

4 x x
lim ( ) 0 β

x

 
   

Άρα (ε):  y=x είναι η πλάγια ασύμπτωτη. 

 

B4. 
2

x

συν(1 x )
lim

f(x)


 = 

2

2x

xσυν(1 x )
lim

4 x




 

Είναι 
2x

x
lim

x 4  
 = 

2x

x
lim ( )

x 
 = 

x

1
lim ( ) 0

x
   

Άρα για x > 0,  έχουμε:   

2
2

2 2 2

xσυν(1 x ) x x
συν(1 x )

4 x 4 x 4 x


   

  
 ⟹ 

3

2 2 2

x xσυν(1 x ) x

x 4 4 x x 4


  
    

 

2x

x
lim ( ) 0

x 4
 
 

   και   
2x

x
lim ( ) 0

x 4


 
 

Άρα από κριτήριο παρεμβολής 
2

2x

xσυν(1 x )
lim 0

4 x





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ΘΕΜΑ Γ 

Γ1.  
33 3 3 2

2 2 2 2

1 αx 9α
xf(x)dx 1 x α dx 1 (1 αx)dx 1 x 1 3 (2 2α) 1

x 2 2

9α
3 2 2α 1 α 0

2

                       
    

     

  

 

2x 3x 3 x 1
Άρα f(x) 1

x 1
x

   
 




 

 

Γ2.      

x 1
i) lim f(x) 1

f(1) 1




      και άρα η f  συνεχής στο x0  =  1  

x 1
lim f(x) 1




     
2

x 1

x 3x 3 1
lim

x 1

  


 x 1

(x 1)(x 2)
lim 1

x 1

 
 

  

 

x 1

1
1

xlim
x 1




 x 1

1 x
xlim

x 1




 x 1

1 x
lim 1

x(x 1)


 

  

Άρα f’(1)  =   ‐1    

 

i i )  Η εξίσωση της εφαπτομένης της Cf    (ε) :  y  –  f(1)  =  f ’(1)(x  –  1)    

y  –  1  =   ‐1(  x  –  1)  άρα  (ε):  y  =  ‐x  +  2    

και λ =  f’(1)  =   ‐1  άρα εφω =   ‐1  και ω =  1350   (διότι xε[0,π])  

 

 

 

 



 
Από το 1975 στο Μαρούσι 

 
ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΣΗ 

 

ΙΑΤΡΙΚΩΝ, ΘΕΤΙΚΩΝ & ΟΙΚΟΝΟΜΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 
 

www.ekpedefsi.gr ,  τηλ. 210-8028560 
 

 EKΠΑΙΔΕΥΣΗ: Με Οράματα και Πράξεις για την Παιδεία 
 

-4-

Γ3.  

2

x 3x 3 x 1
f(x) 1

x 1
x

    



 

Για x<1  η η f  εναι παραγωγίσιμη με f’(x)  =  2x  –  3  <  0  

Άρα στο (‐∞ ,  1)  η f  είναι γνησίως φθίνουσα .  

 

Για x>1  η f  είναι παραγωγίσιμη ως ρητή συνάρτηση με  

2

1
f '(x) 0

x
  

 

Άρα η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο (1,  +∞)  

 

Λόγω της συνέχειας η μονοτονία αφορά όλο το πεδίο ορισμού της συνάρτησης  

Df  =  ℝ ,άρα η  f   είναι  γνησίως φθίνουσα στο ℝ   .Από γνωστή πρόταση η  f   είναι «1  –  

1»  στο ℝ  

To  σύνολο τιμών της είναι   

x
f(R) ( lim f(x),




x
lim f(x)) (0, )


   
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Γ4.  

1Ος τρόπος 

 

 
ε ε

e

1
1 1

1 (K )( ) 1 1
E( ) f(x)dx Eμ.( ) dx lnx τμ

x 2 2 2

 
           

 

2ος  τρόπος 

2 ε

1 2

E( ) f(x) ( x 2) dx f(x)dx         

 
22 e 2

e

2
1 2 1

1 1 x 1
( x 2)dx dx lnx 2x lnx (ln2 2 4) (0 2) (1 ln2)
x x 2 2

1 1
ln2 2 2 1 ln2 τμ

2 2

 
                

 

     

 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1.  
 

Θέτω 

1
ln(2 x) κ 2xf(x) 2x xg(x) με x (0,1) (1,2)

x 1 x 1

   
   

   

x 1

1
με limg(x) l και ln(2 x) κ 2x g(x)(x 1)

x
      

 

x 1

1
Άρα με lim ln(2 x) κ 2x

x

        x 1
lim(g(x)(x 1))



 

Δηλαδή  ln1  –  1  +  k  –  2  =   l ∙0  

Άρα κ =  3  

 

Δ2.  Για κ =  3  έχουμε  

1
f(x) ln(2 x) 3

x
   

     

2

2 2

1 1 x 2 x
H f είναι παραγωγίσιμη με f (x)

2 x x x (2 x)

      
   

2
1 2f '(x) 0 x x 2 0 x 2καιx 1

f '(x) 0για κάθε x (0,1)και f συνεχής στο (0,1],άραη f είναιγνησίωςαύξουσαστο(0,1]

f '(x) 0για κάθε x (1,2)και f συνεχής στο [1,2),άραη f είναιγνησίωςφθίνουσαστο[1,2)

         

 
   

 

1

x 0 x 1

f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (0,1), άρα

f((0,1)) ( lim f(x), lim f(x)) ( ,2)
  

  

  
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2

x 2

f είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα στο [1,2)

f([1,2)) ( lim f(x),f(1)] ( ,2]


  

  
 

Άρα το 0∈f(Δ1)  και από θεώρημα ενδιαμέσων τιμών υπάρχει x1∈(0,1):   f(x1)  =  0  και 

είναι  μοναδικό  διότι  σε  αυτό  το  διάστημα  η  f   είναι  γνησίως  αύξουσα  και  το 

0εf(Δ2)   και  υπάρχει  x2∈(1,   2):f(x2)   =   0   και  είναι  μοναδικό  διότι   η  f   είναι  γνησίως 

φθίνουσα στο διάστημα αυτό .  

Άρα τελικά η εξίσωση f(x)  =  0  έχει ακριβώς δύο ρίζες 

 

f

1 1

1

1 1 5 5
ίναι f( ) ln(2 ) 3 3 ln 0 αφού 1

3 3 3 3
1 1 5

Έστω x f(x ) f( ) 0 ln (άτοπο)
3 3 3

1
Άρα x

3



       

   




 

Δ3.  

1

1

1

1

1
Eφαρμόζω εώρημα μέσης τιμής για την f στο [x , ]

3
1

H f είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων στο [x , ]
3

1
H f είναι παραγωγίσιμη ως πράξεις παραγωγίσιμων συναρτήσεων στο (x )

3
1

f( ) f1 3άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ (x , ) f '(ξ)
3




 

1
f ( ) 01

1
1

1
(x ) 3f( )x 3

1 1 3xx
3






 

1

1
ξ (x , ), άρα το ξ είναι μοναδικόκαι η f  είναι γνησίως α

3
ύξουσα 

 

 
 

Δ4. i 

F (x) f(x)   

G (x) f(x)    

F (x) G (x) F(x) G(x) c (1)      
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Η ① για x = x1 :  1 1 1F(x ) G(x ) c G(x ) c      

Η ① για x = x2:  2 2 2F(x ) G(x ) c F(x ) c     

Επομένως  2 1F(x ) G(x ) c c 0     

 

ii) 0 < x < x1  
f 

  f(x)  < f(x1) ⟺ f(x) < 0 

x1 < x < 1 
f 

  f(x1)  < f(x) ⟺ f(x) > 0 

1 < x < x2 
f 

  f(x)  > f(x2) ⟺ f(x) > 0 

x2 < x < 2 
f 

  f(x)  < f(x2) ⟺ f(x) < 0 

 

 

   

F′ = f         

F 
       

 

όμως x2 > x1 
F

  F(x2)  > F(x1) ⟺ c > 0 

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση h(x) = x1F(x)  x2G(x)  x1  x2  2x, x[ x1 ,x2] 

 

 Η h είναι συνεχής στο [ x1 ,x2] 

 h(x1) = x1F(x1)  x2G(x1)  x1  x2  2 x1, 

  = x2G(x1)  x1  x2 

  =  x2c  x1  x2 <0 

 

h(x2) = x1F(x2)  x2G(x2)  x1  x2  2 x2, 

  = x1F(x2)  0+ x2  x1 

  = x1c   x2  x1 >0 
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Άρα h(x1)  h(x2) <0, οπότε από θεώρημα Bolzano ,  

υπάρχει x0( x1 ,x2), τέτοιο ώστε h(x0)=0 
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Άρα h και   μοναδικό. 

 

 

Σχόλιο 

Το Θέμα Α ήταν ξεκάθαρο μέσα από το σχολικό βιβλίο.  

Το  Θέμα  Β  στηριζόταν  σε  βασικές  έννοιες  των  Μαθηματικών  της  ύλης  της  Γ’ 

Λυκείου, χωρίς να έχει καμία ασάφεια. 

Το  Θέμα  Γ  ήταν  πιο  απαιτητικό  από  το  Θέμα  Β.  Ήταν  εμπλουτισμένο  με  αρκετές 

έννοιες  των Μαθηματικών, ωστόσο μπορούσαν οι μαθητές  να  το αντιμετωπίσουν 

με μια ορθή αλληλουχία της σκέψης. 

Το Θέμα Δ ήταν ένα σύνθετο θέμα που απαιτούσε πιο αυξημένες  ικανότητες  των 

μαθητών  και  μια  πιο  συνδυαστική  σκέψη.  Ήταν  πιο  περιεκτικό  σε  υπαρξιακά 

θεωρήματα γεγονός που το καθιστά ανώτερου επιπέδου. 


